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1 はじめに
スピン多様体M 上には幾つかの特別なスピノール場が定義され，そのうちの一つがキリングス
ピノールである．キリングスピノールを一般化した概念として一般化キリングスピノール (また
はコーシースピノール)と呼ばれるものがある．一般化キリングスピノールは，任意のベクトル場
X ∈ X(M)に対して

∇Xψ = A(X) · ψ

を満たすスピノール ψ として定義される．ここで A ∈ Γ(End(TM))は対称 (1,1)-テンソル場であ
る．Aが解析的または Codazziテンソルであるなど，ある程度良い性質を持つ場合には，M が 1

次元大きいリッチ平坦スピン多様体 Z に第二基本形式 −2Aを持つ部分多様体として埋め込まれ，
ψは Z 上の平行スピノールのM への制限として得られる．このような理由から一般化キリングス
ピノールは部分多様体論とも関係が深い．

一般化キリングスピノール

リッチキリングスピノール

キリングスピノール

図 1: スピノールの包含関係

一方で，Aは対称という条件しかないため一般に解析が困難で
あり，一般化キリングスピノールの分類などはほとんど進んでい
ない．例えば球面 Sn 上ですらも，一般化キリングスピノールの
分類は完了していない．
そこで本研究では，Aがリッチテンソルであるような一般化キ
リングスピノール (以降リッチキリングスピノール) について考
察した．リッチキリングスピノールはキリングスピノールを含ん
でおり，キリングスピノールと一般化キリングスピノールの中間
に位置する概念である．また，キリングスピノールを持つ多様体
上ではリッチキリングスピノールはキリングスピノールと一致するという意味で，キリングスピ
ノールの自然な一般化になっていると言える．
本論文は次のような構成である．§2ではスピン幾何学の基本事項について述べる．§3では 2つ
の特殊なスピノールである平行スピノールとキリングスピノールについて述べ，最後に一般化キリ
ングスピノールの基本的な性質について述べる．上記のように，平行スピノールは (一般化)キリ
ングスピノールと深く関係する重要な概念である．§4ではリッチキリングスピノールの性質につ
いて調べ，キリングスピノールを持つ多様体と平行スピノールを持つ多様体の直積多様体上にリッ
チキリングスピノールが存在することを示す．さらに直積ではない多様体上にもリッチキリングス
ピノールが存在することを示す．

2 スピン幾何学の基本事項
スピン幾何学に登場する諸々の概念を定義すると同時に，本論文で用いる記法についての確認を
行う．基本的には [1]の内容に沿っている．
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2.1 クリフォード代数とスピン群
定義 2.1.1. V を K = R,C上の n次元ベクトル空間とし，q : V × V → Kを非退化対称双線形形
式とする．V ⊗ =

⊕∞
k=0 V

⊗k を V のテンソル代数，I(V, q)を {v⊗ v+ q(v, v) | v ∈ V }から生成
される V ⊗ の両側イデアルとし，商代数

C`(V, q) = V ⊗/I(V, q)

を (V, q)から生成されるクリフォード代数という．q が文脈から明らかな場合は単に C`(V )と書
く．また V = Rn,Cn で q が標準的な双線形内積の場合は C`n,C`n と書く．

注意 2.1.2. C`(V, q)は外積代数∧∗
V とベクトル空間として同型である．実際，V の正規直交基

底 e1, · · · , en をとり ∧∗
V → C`(V, q), ei1 ∧ · · · ∧ eik 7→ ei1 · · · eik

とすれば良い．したがって C`(V, q)はベクトル空間としては 2n 次元であり，

{1} ∪ {ei1 · · · eik | 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n}

が基底として取れる．一方で，これは代数としての同型にはなっていない．実際，e1e1 = −1など
により，クリフォード代数は通常の次数付き代数の構造を持たない．しかしながら Z2 次数付き代
数の構造を持つ．C`(V, q)の反自己準同型

α : C`(V ) → C`(V ), ei1 · · · eik 7→ eik · · · ei1

は α2 = 1を満たすので固有値 ±1を持つ．そこで αの固有値に関する C`(V, q)を固有空間分解

C`(V ) = C`(V )0 ⊕ C`(V )1 (C`0,C`(V )1はそれぞれ固有値 1,−1の固有空間)

を考えると
C`(V )i · C`(V )j ⊂ C`(V )i+j (i, j ∈ Z2)

を満たす．

注意 2.1.3. C`n は C`n の複素化になっている．すなわち

C`n ∼= C`n ⊗R C

である．

また低次の実クリフォード代数 C`n は代数としては次のように行列代数との同型がある．

表 1: 実クリフォード代数

C`1 C`2 C`3 C`4 C`5 C`6 C`7 C`8

C H H⊕H H(2) C(4) R(8) R(8)⊕ R(8) R(16)
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そして次の定理が成り立つ．

命題 2.1.4. 実クリフォード代数は周期 8で以下の周期性を持つ．
C`n+8

∼= C`n ⊗R C`8 ∼= C`n ⊗R R(16)

ここで K(n)は K係数の n× n行列全体がなす K-代数を表す．

したがって実クリフォード代数 C`n は，n 6≡ 3 mod 4のときは行列代数，n ≡ 3 mod 4のと
きは 2つの同じ行列代数の直和として表せる．同様に複素クリフォード代数 C`n は周期 2で以下
の同型がある．

C`2k ∼= C(2k), C`2k+1
∼= C(2k)⊕ C(2k)

すなわち，実クリフォード代数と複素クリフォード代数は共に行列代数 (またはその直和)と同
型になる．この事実は次節でスピノール表現を構成する際に使う．
次にスピン群を構成する．スピン群 Spin(n) とは特殊直交群 SO(n) の 2 重被覆群である．

SO(n)の基本群は次のようになることが知られている．

π1(SO(n)) =

{
Z2 (n ≥ 3)

Z (n = 2)

したがって Spin(n)は，n ≥ 2のときは SO(n)の連結な被覆群，n ≥ 3のときは SO(n)の普遍被
覆群になる．これは被覆空間の一般論からわかることであるが，スピン群をクリフォード代数の中
で具体的に構成したい．そこで次のように定義する．

定義 2.1.5. 偶数個の単位ベクトルの積で表されるクリフォード代数の元全体は，C`n の乗法群の
部分群になり，これをスピン群 Spin(n)という．

Spin(n) = {v1 · · · v2m ∈ C`n | mは自然数，vi ∈ Rn (1 ≤ i ≤ 2m)，‖vi‖ = 1}

注意 2.1.6. 注意 2.1.3 より自然な埋め込み C`n ⊂ C`n があるので Spin(n) ⊂ C`n とも思える．
例えば，複素スピノール表現を構成する際にはこの埋め込みを用いる．

2重被覆 ξn : Spin(n) → SO(n) を定めたい．v ∈ Rn に対して r(v)で v に直交する超平面に関
する鏡映を表す．

r : Rn → O(n), r(v)x = x− 2 〈x, v〉
‖v‖2

v

det(r(v)) = −1なので，r(v) /∈ O(n)であるが r(v1) ◦ r(v2) ∈ SO(n) (v1, v2 ∈ Rn)である．した
がって r を Spin(n)へ積を保つように拡張したものを ξn とすれば良い．

2.2 スピノール表現
スピン群の表現について考える前に複素クリフォード代数 C`n の表現について考える．複素ク
リフォード代数 C`n は n = 2k のとき

χ : C`2k ∼= C(2k) 3 ϕ 7→ ϕ ∈ C(2k) = End(C2k),
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n = 2k + 1のとき

χ+ : C`2k+1
∼= C(2k)⊕ C(2k) 3 (ϕ1, ϕ2) 7→ ϕ1 ∈ C(2k) = End(C2k)

χ− : C`2k+1
∼= C(2k)⊕ C(2k) 3 (ϕ1, ϕ2) 7→ ϕ2 ∈ C(2k) = End(C2k)

という表現が考えられる．実は複素クリフォード代数の既約表現は同値なものを除いてこれが全て
である．C`2k+1 は 2つの非同値な既約表現を持つが，これは体積要素の作用で区別される．

ω =
√
−1

[n+1
2 ]
e1 · · · en ∈ C`n

を C`n の体積要素という．ここで e1, · · · , en は Cn の標準基底である．体積要素は

ω2 = 1

を満たし，
χ+(ω) = +1, χ−(ω) = −1

となるので，体積要素の作用によって χ± が区別できる．
クリフォード代数の既約表現を Spin(n)に制限することで，スピノール表現と呼ばれるスピン群
の表現が得られる．nが奇数のときはクリフォード代数の既約表現は非同値なものが２種類存在し
ていたが，これらはスピン群に制限することで同値な表現になる．

定義 2.2.1. χ, χ± を Spin(n) に制限して得られるスピン群の表現 ρn をスピノール表現という．
またこのときの表現空間をスピノール空間といい Σn = C[

n
2 ] で表す．スピノール空間の元をスピ

ノールという．
ρ2k = χ|Spin(2k) : Spin(2k) → GL(Σ2k)

ρ2k+1 = χ±|Spin(2k+1) : Spin(2k + 1) → GL(Σ2k+1)

Spin(n) は SO(n) の二重被覆群であったから，二重被覆 ξn を通すことで SO(n) の表現は
Spin(n)の表現に持ち上がる．しかしながら Spin(n)の表現は必ずしも SO(n)の表現に落ちると
は限らない．

Spin(n)

SO(n) GL(V )

ξn
ρ̃

ρ

命題 2.2.2. スピノール表現 ρn は SO(n)の表現からは得られない，Spin(n)独自の表現である．
すなわち ρn = ρ ◦ ξn となる群準同型 ρ : SO(n) → GL(Σn)は存在しない．

証明. もしそのような ρが存在するなら，−1 ∈ Spin(n)の行き先を考えることで

− Id = ρn(−1) = ρ(ξn(−1)) = ρ(1) = Id

となり矛盾する．
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注意 2.2.3. n が奇数のときはスピノール表現も既約表現であるが，n が偶数のときは
既約表現ではない．C`n も Σn に作用するから，この作用のもとで体積要素 ω は固有値 ±1 を持
ち，固有空間分解 Σn = Σ+

n ⊕ Σ−
n できる．Σ±

n はスピノール表現の部分表現であり，さらにこれ
らは既約である．すなわちスピノール表現は次の既約分解を持つ．

ρn = ρ+n ⊕ ρ−n , ρ±n : Spin(n) → GL(Σ±
n ).

また，この 2つの既約成分はベクトルによる積で入れ替わる．すなわち v ∈ Rn, ψ ∈ Σ±
n に対して

v · ψ ∈ Σ∓
n となる．

一方で Spin(n) ⊂ C`n であったので，Spin(n)は次のように C`n に自然に作用する．

Ad: Spin(n) → GL(C`n), Ad(g)(ϕ) = gϕg−1.

命題 2.2.4. 複素クリフォード代数 C`n のスピノール空間への作用をクリフォード積といい
ϕ · ψ (ϕ ∈ C`n, ψ ∈ Σn)で表す．クリフォード積は Spin(n)同変である．すなわち

g(ϕ · ψ) = (Ad(g)(ϕ)) · (gψ)

が成り立つ．

証明.
(Ad(g)(ϕ))(gψ) = (gϕg−1)(gψ) = g(ϕ · ψ)

である．

またスピノール空間にはクリフォード代数の作用に関して標準的なエルミート内積が入る．

命題 2.2.5. スピノール空間 Σn には

〈v · ϕ1, v · ϕ2〉 = 〈ϕ1, ϕ2〉 , (for all v ∈ Rn, ‖v‖ = 1, ϕ1, ϕ2 ∈ Σn)

を満たすエルミート内積が正の定数倍を除いて一意的に存在する．以降，Σn にはこの内積を入れ
る．定義からこの内積は Spin(n)の作用で不変である．

証明. Γn を正規直交基底 e1, · · · , en から生成される C`n の乗法部分群とする．Γn は位数 2n+1 の
有限群であることに注意する．Σn の勝手なエルミート内積を (·, ·)とし Γn の作用で平均を取れば
良い．すなわち

〈ϕ1, ϕ2〉 =
1

|Γn|
∑
α∈Γn

(α · ϕ1, α · ϕ2)

とすれば，〈·, ·〉は条件を満たすエルミート内積である．
次に一意性を示す．〈·, ·〉′ を同じ性質を満たすエルミート内積とする．ϕ1 ∈ Σn を任意に固定する．
〈ϕ1, ·〉′ : Σn → Cは Σn 上の線形形式であるから

〈ϕ1, ·〉′ = 〈ϕ′
1, ·〉
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となる ϕ′
1 ∈ Σn が存在する．そこで A : Σn → Σn を A(ϕ1) = ϕ′

1 で定めると A は線型写像に
なり，

〈ϕ1, ϕ2〉′ = 〈A(ϕ1), ϕ2〉 (for all ϕ1, ϕ2 ∈ Σn)

となる．いま任意の ϕ1, ϕ2 ∈ Σn, v ∈ Rn (‖v‖ = 1)に対して，仮定から

〈A(v · ϕ1), v · ϕ2〉 = 〈v · ϕ1, v · ϕ2〉′ = 〈ϕ1, ϕ2〉′ = 〈A(ϕ1), ϕ2〉 = 〈v ·A(ϕ1), v · ϕ2〉

であるから A(v · ϕ1) = v · A(ϕ1)が成り立つ．Aは線型写像であるから結局，Aは C`n の作用と
可換であることがわかる．したがって Schurの補題より Aは恒等写像の定数倍である．

系 2.2.6. 任意の v ∈ Rn, ϕ1, ϕ2 ∈ Σn に対して次が成り立つ．

〈v · ϕ1, ϕ2〉 = −〈ϕ1, v · ϕ2〉

証明. v ∈ Rn \ {0}とする．命題 2.2.5より

〈v · ϕ1, ϕ2〉 = ‖v‖
⟨

v

‖v‖
· ϕ1, ϕ2

⟩
= ‖v‖

⟨
v

‖v‖
· v

‖v‖
· ϕ1,

v

‖v‖
· ϕ2

⟩
= ‖v‖

⟨
−ϕ1,

v

‖v‖
· ϕ2

⟩
= −〈ϕ1, v · ϕ2〉

2.3 スピン構造
まずリーマン多様体のスピン構造を定義する．

定義 2.3.1. (M, g)をむきづけられた n次元リーマン多様体とし，PSO(n)M をM の正の向きの正
規直交フレーム束とする．M 上のスピン構造とは主 Spin(n)束 PSpin(n)M → M であって，ファ
イバーを保つ滑らかな写像 Φ: PSpin(n)M → PSO(n)M が存在して

Φ(ug) = Φ(u)ξn(g), (for all u ∈ PSpin(n)M, g ∈ Spin(n))

が成り立つものである．ここで ξn : Spin(n) → SO(n)は二重被覆である．M にスピン構造を 1つ
指定したものをスピン多様体という．

PSpin(n)M × Spin(n) PSO(n)M × SO(n)

PSpin(n)M PSO(n)M

M

Φ×ξn

右作用 右作用
Φ
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スピン多様体の各点にスピノール空間が対応するようなベクトル束を構成することができ，これ
をスピノール束という．

定義 2.3.2. (M, g) をスピン多様体，PSpin(n)M をスピン構造とする．スピノール表現
ρn : Spin(n) → GL(Σn)によって得られる同伴ベクトル束

ΣM := PSpin(n)M ×ρn Σn

をスピノール束という．スピノール束の切断をスピノール場という．

nが偶数のとき，スピノール表現は既約ではなく，2つの既約成分に分解 Σn = Σ+
n ⊕ Σ−

n でき
るのであった (注意 2.2.3)．これに対応してスピノール束も分解できる．

ΣM = Σ+M ⊕ Σ−M, Σ±M = PSpin(n)M ×ρ±n Σ±

スピノール空間 Σn にはクリフォード代数 C`n も作用するのであった．クリフォード代数 C`n
にはベクトル Rn も含まれるから，特にベクトルはスピノールに作用する．この関係は多様体上に
持ち上がる．
まずファイバーが TxM から生成されるクリフォード代数であるようなベクトル束 C`(M)を構
成する．スピン群 Spin(n)の複素クリフォード代数 C`n への作用 Ad: Spin(n) → GL(C`n)によ
る同伴ベクトル束を

C`(M) = PSpin(n)M ×Ad C`n

とする．クリフォード束 C`(M)の切断 ϕ̃，スピノール束 ΣM の切断 ψ̃ は局所的に

ϕ̃ = [u, ϕ] (u ∈ Γ(U,PSpin(n)M), ϕ : U → C`n)

ψ̃ = [u, ψ] (u ∈ Γ(U,PSpin(n)M), ψ : U → Σn)

と表せるから，
ϕ̃ · ψ̃ = [u, ϕ · ψ]

として束でのクリフォード積を定義する．これが well-definedであることは Spin(n)同変性 (命題
2.2.4)から従う．TM ⊂ C`(M)であるから，この意味でベクトル場はスピノール場に作用する．
スピノール束にはM の Levi-Civita 接続から誘導される接続が入る．ξ : Spin(n) → SO(n) は
被覆写像であるから，単位元での微分

ξ∗ : spin(n)
∼−→ so(n)

はリー代数の同型であることに注意する．

定義 2.3.3. (M, g) をスピン多様体，PSpin(n)M をスピン構造，ΣM をスピノール束とする．
(M, g) の Levi-Civita 接続を ∇ とすると，PSO(n)M 上に接続 ω が定義される．ω は so(n) 値
1-form であるが，同型 ξ∗ : spin(n) → so(n)を通して spin(n)値 1-form と思うことができる．そ
こで Φ: PSpin(n)M → PSO(n)M で引き戻すことで，PSpin(n)M の接続形式

ω̃ = (ξ∗)
−1 ◦ Φ∗ω ∈ Ω(PSpin(n)M)⊗ spin(n)
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が得られる．そして ω̃ から ΣM 上に接続が誘導される．この ΣM 上の接続も同じ ∇で表し，ス
ピン接続という．

ω̃ PSpin(n)M PSO(n)M ω

∇ ΣM TM ∇

Φ

スピン接続と同様に，C`(M)にも接続が誘導されるが，これも ∇で表す．スピン接続は次の性
質を持つ．

命題 2.3.4. スピン接続について次が成り立つ．

(i) クリフォード積に関してライプニッツ則が成り立つ．すなわち

∇X(ϕ · ψ) = (∇Xϕ) · ψ + ϕ · (∇Xψ)

が成り立つ．ここで ϕ ∈ Γ(C`(M)), ψ ∈ Γ(ΣM), X ∈ X(M) である．特にベクトル場
Y ∈ X(M)によるクリフォード積に関して

∇X(Y · ψ) = (∇XY ) · ψ + Y · (∇Xψ)

となるが，このときの ∇XY は Levi-Civita接続によるものと一致する．
(ii) nが偶数のとき，スピノール束は分解 Σ = Σ+ ⊕ Σ− されるのであった．スピン接続はこの
分解を保つ．すなわち ψ ∈ Γ(Σ±)に対して ∇Xψ ∈ Γ(Σ±)である．

証明. 　

(i) クリフォード積が Spin(n) 同変でスピノール束上に持ち上がっていおり，スピン接続が
PSpin(n)M 上の接続から誘導される ΣM 上の接続であることから従う．

(ii) Σ± がスピノール表現の既約分解から来ていることから従う．

M のリーマン曲率テンソルを Rとすると，Rの対称性から

R :

2∧
TM →

2∧
TM, g(R(X ∧ Y ), Z ∧W ) = g(R(X,Y )Z,W )

が定まる．スピン接続はM の Levi-Civita接続を引き戻して得られているので，スピン接続の曲
率とリーマン曲率には密接な関係がある．

命題 2.3.5. スピノール束の曲率 RΣM とM の曲率は

RΣM
X,YΨ =

1

2
R(X ∧ Y ) ·Ψ
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という関係にある．またこれより
n∑
i=1

ei ·RΣM
X,eiΨ = −1

2
Ric(X) ·Ψ

が成り立つことがわかる．

証明. 単純な計算なので省略する．例えば [1, 2]を参照．

2.4 ディラック作用素
スピノール場に作用する重要な微分作用素としてディラック作用素がある．

定義 2.4.1. M をスピン多様体とし，e1, · · · , en を局所的な正規直交フレームとする．このとき
ディラック作用素 D : Γ(ΣM) → Γ(ΣM)を

Dψ =

n∑
i=1

ei · ∇eiψ

で定める．この定義は正規直交フレームの取り方に依らないので D は大域的に定義される．

M が偶数次元の場合，スピノール束は Σ±M と分解されたが，この分解に関してディラック作
用素は次のように表示できる．

命題 2.4.2. (M, g) を偶数次元スピン多様体とする．このとき ψ ∈ Γ(Σ±M) に対して Dψ ∈
Γ(Σ∓M)となる．すなわちスピノール束の分解 ΣM = Σ+M ⊕ Σ−M に関して

D =

(
0 D−

D+ 0

)
, D± : Γ(Σ±) → Γ(Σ∓)

と表すことができる．

証明. スピン接続がスピノール束の分解を保つこと (命題 2.3.4)と，ベクトルの積で既約成分が入
れ替わること (注意 2.2.3)を思い出せば定義から明らかである．

ディラック作用素はラプラシアンの平方根に相当する一階微分作用素である．M が平坦な多様
体であればディラック作用素の 2乗はラプラシアンと一致するが，一般にはM の曲率の分だけズ
レが生じる．このことを表すのが次の定理である．

定理 2.4.3 (Lichnerowicz 公式). n 次元スピン多様体 M 上のディラック作用素を D として，
∆ = ∇∗∇を (接続)ラプラシアンとすれば

D2 = ∆+
1

4
Scal

が成り立つ．ここで Scal : M → RはM のスカラー曲率を表す．

証明. [1, 2]などを参照． ■
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3 特別なスピノール場
この章では，一般化キリングスピノールに関連する 2つの特殊なスピノール場について述べ，最
後に一般化キリングスピノールの基本的な性質についてまとめる．

3.1 平行スピノール
定義 3.1.1. 恒等的に 0ではないスピノール ψ ∈ Γ(ΣM)が

∇ψ = 0

を満たすとき，ψ を平行スピノールという．

注意 3.1.2. 平行移動はファイバー間の線形同型になっているので，平行スピノールはある点で 0

であれば恒等的に 0になってしまう．したがって平行スピノールは至る所で 0でない．

平行スピノールはどんな多様体にも存在するわけではない．平行スピノールが存在するために
は，その多様体のホロノミーが小さくなっていなければならない．

定理 3.1.3 (Wang). M を完備かつ単連結で既約な n次元スピン多様体で n ≥ 2とする．ここで
の既約はリーマン多様体としての既約を意味している．このときM が平行スピノールを持つため
の必要十分条件は，M のホロノミー群 Hol(M)が以下のものになっていることである．

表 2: 平行スピノールを持つ多様体のホロノミー群

n 7 8 2m 4m

Hol(M) G2 Spin(7) SU(2m) Sp(4m)

3.2 キリングスピノール
定義 3.2.1. 恒等的に 0ではないスピノール ψ ∈ Γ(ΣM)が，ある µ ∈ Cに対して

∇Xψ = µX · ψ (for all X ∈ X(M))

を満たすとき，ψをキリングスピノールという．µをこのキリングスピノールのキリング数という．

次の命題はキリングスピノールの名の由来である．

命題 3.2.2. ψ ∈ Γ(ΣM)をキリング数が実数のキリングスピノールとする．Vψ ∈ X(M)を

g(Vψ, X) =
√
−1 〈X · ψ,ψ〉
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で定めると Vψ はキリングベクトル場である．ここで，ベクトル場によるクリフォード積の反対称
性と内積のエルミート性から 〈X · ψ,ψ〉 ∈

√
−1Rである．

証明. ψ がキリング数 µ ∈ Rのキリングスピノールであるとき，任意のベクトル場 X,Y ∈ X(M)

に対して

g(∇XVψ, Y ) = Xg(Vψ, Y )− g(Vψ,∇XY )

=
√
−1 〈∇XY · ψ,ψ〉+

√
−1 〈Y · ∇Xψ,ψ〉

+
√
−1 〈Y · ψ,∇Xψ〉 −

√
−1 〈∇XY · ψ,ψ〉

=
√
−1 〈Y · ∇Xψ,ψ〉+

√
−1 〈Y · ψ,∇Xψ〉

= µ
√
−1(〈Y ·X · ψ,ψ〉+ 〈Y · ψ,X · ψ〉)

= µ
√
−1(〈Y ·X · ψ,ψ〉 − 〈X · Y · ψ,ψ〉)

となる．したがって
g(∇XVψ, Y ) + g(∇Y Vψ, X) = 0

である．

キリングスピノールに関する基本的な性質は次の通りである．

命題 3.2.3. M を n次元スピン多様体 (n ≥ 2)とし，ψ ∈ Γ(ΣM)をキリング数 µ ∈ Cのキリン
グスピノールとする．このとき次が成り立つ．

(i) M は Einstein多様体である．特にそのスカラー曲率 scalは定数である．
(ii) キリング数 µとスカラー曲率 scalには次の関係が成り立つ．

µ2 =
scal

4n(n− 1)

したがって µ は実数か純虚数である．そこでキリング数が実数であるキリングスピノール
を実キリングスピノールといい，キリング数が虚数であるキリングスピノールを虚キリング
スピノールという．

証明. ∇Xψ = µX · ψ であるから

RΣM
X,Y ψ = µ2(Y ·X −X · Y ) · ψ

が成り立つ．よって命題 2.3.5より

−1

2
Ric(X) · ψ = 2(1− n)µ2X · ψ

すなわち
(Ric(X)− 4(n− 1)µ2X) · ψ = 0

とわかるので
Ric(X)− 4(n− 1)µ2X = 0
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を得る．よってM は Einstein多様体であり，スカラー曲率は

scal =

n∑
i=1

g(Ric(ei), ei) = 4n(n− 1)µ2

である．

また，キリングスピノールは多様体の既約性にも関係している．

命題 3.2.4. (M, g)を n次元スピン多様体 (n ≥ 2)とし，キリング数が 0ではないキリングスピ
ノールを持つとする．この時M はリーマン多様体として既約である．すなわち局所的にリーマン
多様体の積 U = U1 ×U2 に分解できない．ここで U = U1 ×U2 がリーマン多様体の積であるとは
U1, U2 上の計量 g1, g2 が存在して g = g1 + g2 となることをいう．

証明. M が局所的にリーマン多様体として U = U1 × U2 と分解できるとする．命題 3.2.3の証明
より，キリングスピノール ψ に対して

RΣM
X,Y ψ = µ2(Y ·X −X · Y ) · ψ (for all X,Y ∈ X(M))

が成り立つのであった．いま X ∈ X(U1), Y ∈ X(U2)とすると，U 上で

RΣM
X,Y = 0, (Y ·X −X · Y ) · ψ = 2Y ·X · ψ

より
0 = 2µ2Y ·X · ψ

を得る．µ 6= 0であることと，スピノールに対する接ベクトルの作用が可逆であることから，これ
は U 上で ψ = 0であることを意味する．これはキリングスピノールが零点を持たないことに矛盾
する．

キリングスピノールはディラック作用素の固有値の下限を与えるスピノールとして現れる．

定理 3.2.5 (Th. Friedrich). M を n次元コンパクトスピン多様体とする．M 上のディラック作
用素 D の固有値 λは次を満たす．

λ2 ≥ n

4(n− 1)
scal0.

ここで scal0 = inf
x∈M

scal(x) である．また等号が成り立つとき，M は Einstein 多様体であり，
λ20 = n

4(n−1) scal0 に対応する固有スピノール ψ は

∇Xψ +
λ0
n
X · ψ = 0

を満たす．

証明. まず不等式を示す．Cauchy-Schwarzの不等式により，任意のスピノール場 ψ ∈ Γ(ΣM)に
対して

|Dψ|2 ≤ n|∇ψ|2
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が成り立つ．等号成立は

ei · ∇eiψ = ej · ∇ejψ, (for all x ∈M, 1 ≤ i, j ≤ n, {ei}は TxM の正規直交基底)

が成り立つときである．これと Lichnerowicz公式より
1

n

∫
M

|Dψ|2 dvol ≤
∫
M

|∇ψ| dvol =
∫
M

|Dψ|2 dvol−1

4

∫
M

scal|ψ|2 dvol

となるから (
1− 1

n

)∫
M

|Dψ|2 dvol ≥ 1

4

∫
M

scal|ψ|2 dvol

である．ψ が固有値 λの固有スピノールなら

λ2
(
1− 1

n

)∫
M

|ψ|2 dvol ≥ 1

4

∫
M

scal|ψ|2 dvol ≥ 1

4
scal0

∫
M

|ψ|2 dvol

となるので
λ2 ≥ n

4(n− 1)
scal0

を得る．また等号成立のとき，Cauchy-Schwarzの不等式における等号成立条件から

Dψ = nei · ∇eiψ (for each 1 ≤ i ≤ n)

なので
∇eiψ +

1

n
ei · Dψ = 0　 (for each 1 ≤ i ≤ n)

が成り立つ．よって任意のベクトル場 X ∈ X(M)に対して

∇Xψ +
λ0
n
X · ψ = 0

が成り立つ．

キリングスピノールを持つ多様体は非常に限られる．Bärは，リーマン錐M を考えることでキ
リングスピノールが平行スピノールに対応することを見出し，キリングスピノールの分類を行っ
た．分類の結果は次の通りである．

定理 3.2.6 (Bär). (M, g)を完備かつ単連結な n次元スピン多様体とし，M 上に実キリングスピ
ノールが存在するとする．このときM は次のうちのどれかである．
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n Hol(M) 幾何構造
n 自明群 M = Sn

4k − 1 (k ≥ 3) SU(2k) 佐々木-Einstein

4k − 1 (k ≥ 3) Sp(k) 3-佐々木
4k + 1 (k ≥ 1) SU(2k + 1) 佐々木-Einstein

6 G2 nearly Kähler

7 Spin(7) nearly parallel G2

7 SU(4) 佐々木-Einstein

7 Sp(2) 3-佐々木

この定理のため，リーマン錐に入るスピン構造について理解する必要がある．次の命題はリーマ
ン錐に入るスピン構造と，スピノール場についての対応を示すものである．

命題 3.2.7. M を n次元スピン多様体とする．(M, ḡ)をM のリーマン錐

M =M × R+, ḡ = r2g + dr2

とし，π : M → M を自然な射影とする．このときM にはM から誘導されるスピン構造が入り，
スピノール束の同型

π∗(ΣM) ∼=

{
ΣM (for n even)

Σ±M (for n odd)

がある．また，クリフォード積に関しては

1

r
X · ∂r · π∗ψ =

{
π∗(X · ψ) (for n even)

±π∗(X · ψ) (for n odd)

という関係が成り立ち，スピン接続は任意の X ∈ TM に対して

∇X(π∗ψ) = ψ∗
(
∇π∗Xψ − 1

2
(π∗X) · ψ

)
(for n even)

∇X(π∗ψ)± = ψ∗
(
∇π∗Xψ ∓ 1

2
(π∗X) · ψ

)
(for n odd)

を満たす．

証明. nが偶数の場合のみ示す．奇数の場合もほとんど同様である．まずフレーム束 PSO(n)M を

PSO(n+1)M = PSO(n)M ×ι SO(n+ 1)

と拡張する．ここで ι : SO(n) → SO(n+ 1)は包含写像である．このとき

π∗(PSO(n+1)M)
∼−→ PSO(n+1)M, ([ux, A], (x, r)) 7→

(
1

r
ux, ∂r

)
A
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はM 上の主 SO(n+ 1)束の同型を与える．次にスピン構造も

PSpin(n+1)M = PSpin(n)M ×ι Spin(n+ 1)

と拡張する．ここで ι : Spin(n) → Spin(n+ 1)は包含写像である．そしてM 上の主 Spin(n+ 1)

束

PSpin(n+1)M = π∗(PSpin(n)M) = {([ũx, g], (x, r)) ∈ PSpin(n+1)×M | (x, r) ∈M, g ∈ Spin(n+1)}

に対して

θ̄ : PSpin(n+1)M → π∗(PSO(n+1)M)
∼−→ PSO(n+1)M

∈ ∈ ∈

([ũx, g], (x, r)) 7→ ([θ(ũx), ξn+1(g)], (x, r)) 7→
(
1
r θ(ũx), ∂r

)
ξn+1(g)

とすると，これはM 上のスピン構造を与える．ここで θ : PSpin(n)M → PSOM はM のスピン構
造である．
次にスピノール束の対応について考える．

C` ∼= C`0n+1,
∼= ei 7→ eien+1

は代数としての同型である．したがってC`nのΣn+1への作用が，上の同型によってC`n ⊂ C`n+1

とみなすことで定まる．こうして定まる Spin(n) の Σn+1 への表現は Spin(n) のスピノール表現
と同値な表現である．したがってスピノール束の同型

π∗ : π∗(ΣM) → ΣM, ([ũx, ϕ], (x, r)) 7→ [[[ũx, 1], (x, r)], η(ϕ)]

がある．ここで η : Σn → Σn+1 は表現の同値を与える Spin(n)同変な線形同型写像である．この
とき任意の ψ = [ũx, ϕ] ∈ ΣM と X = [ux, v] ∈ TM (θ(ũx) = ux)に対して

π∗(X · ψ) = π∗([ũx, v · ϕ], (x, r))
= [[[ũx, 1], (x, r)], η(v · ϕ)]
= [[[ũx, 1], (x, r)], v · en+1 · η(ϕ)]

= X · 1
r
∂r · π∗(ψ)

となる．
最後にスピン接続の対応について考える．M の Levi-Civita接続 ∇は Koszul公式より

∇∂r∂r = 0

∇∂rX = ∇X∂r =
1

r
X

∇XY = ∇XY − rg(X,Y )∂r
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となることがわかる．そこでスピン接続 ∇を局所的にM の正規直交フレーム X1

r , · · · ,
Xn

r , ∂r で
展開すれば (Xi は TM の正規直交フレーム)

∇X(π∗ψ) = [([ũ, 1], (x, r)), Xη(ψ)]

+
1

2

n∑
i<j

ḡ

(
∇X

Xi

r
,
Xj

r

)
Xi

r
· Xj

r
· π∗ψ +

1

2

n∑
i=1

ḡ

(
∇X

Xi

r
, ∂r

)
Xi

r
· ∂r · π∗ψ

= [([ũ, 1], (x, r)), η(Xψ)]

+
1

2

n∑
i<j

g(∇XXi, Xj)
Xi

r
· Xj

r
· π∗ψ − 1

2

n∑
i=1

g(X,Xi)
Xi

r
· ∂r · π∗ψ

= [([ũ, 1], (x, r)), η(Xψ)]

+
1

2

n∑
i<j

g(∇XXi, Xj)π
∗(Xi ·Xj · ψ)−

1

2

n∑
i=1

g(X,Xi)π
∗(Xi · ψ)

= π∗(∇Xψ)−
1

2
π∗(X · ψ)

= π∗
(
∇Xψ − 1

2
X · ψ

)
となる．

実キリングスピノールのキリング数はスケーリングによって自由に変えることができるので ± 1
2

としても良い．したがって命題 3.2.7より次の定理を得る．

定理 3.2.8. (M, g)をスピン多様体，(M, ḡ)をそのリーマン錐とする．このとき次の 2つは同値
である．

(i) M 上に実キリングスピノールが存在する．
(ii) M 上に平行スピノールが存在する．

3.3 一般化キリングスピノール
この節の内容は [3]に基づいている．

定義 3.3.1. 恒等的に 0 ではないスピノール ψ ∈ Γ(ΣM) が，対称 (1,1)-テンソル
A ∈ Γ(End(TM))に対して

∇Xψ = A(X) · ψ (for all X ∈ X(M))

を満たすとき，ψ を一般化キリングスピノールという．ここで A が対称であるとは，任意
のベクトル場 X,Y ∈ X(M) に対して g(A(X), Y ) = g(X,A(Y )) を満たすことをいう．特に
A = µ IdTM (µ ∈ R)のとき，ψ は (実)キリングスピノールである．

補題 3.3.2. 一般化キリングスピノール ψ のノルムは一定である．そこで rescaling によって
‖ψ‖ = 1として良い．特に一般化キリングスピノールはある点で 0でなければ常に 0でない．
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証明. 任意の X ∈ X(M)に対して

X‖ψ‖2 = 〈∇Xψ,ψ〉+ 〈ψ,∇Xψ〉 = 〈A(X) · ψ,ψ〉+ 〈ψ,A(X) · ψ〉 = 0

である．ここで最後の等式は A(X)の作用が反対称であること (系 2.2.6)による．よって ‖ψ‖は
定数関数である．

命題 3.3.3. 一般化キリングスピノール ψ に対して次が成り立つ．

(i) Dψ = − tr(A)ψ

(ii) D2ψ = (tr(A))2ψ − (d tr(A)) · ψ

証明. 　

(i) ψ が一般化キリングスピノールであるから

Dψ =

n∑
i=1

ei · ∇eiψ =

n∑
i=1

ei ·A(ei) · ψ = − tr(A)ψ

となる．
(ii) (i)より

D2ψ = −D(tr(A)ψ)

= −((d tr(A)) · ψ + tr(A)Dψ)
= (tr(A))2ψ − (d tr(A)) · ψ

となる．

したがって Lichnerowicz formulaより次を得る．

定理 3.3.4. δ(A) = −
∑n
i=1(∇eiA)(ei)を Aの発散とする．ψ を一般化キリングスピノールとす

ると
1

4
scalψ = (tr(A)2 − d tr(A)− δ(A)− tr(A2)) · ψ

が成り立つ．

証明. e1, · · · , en を局所直交フレームとする．

∇∗∇ = −
n∑
i=1

(∇ei∇ei −∇∇ei
ei)

であるから

∇∗∇ψ = −
n∑
i=1

∇ei∇eiψ +

n∑
i=1

∇∇ei
eiψ
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= −
n∑
i=1

∇ei(A(ei) · ψ) +
n∑
i=1

A(∇eiei) · ψ

= −
n∑
i=1

(∇eiA)(ei) · ψ −
n∑
i=1

A(∇eiei) · ψ −
n∑
i=1

A(ei) · ∇eiψ +

n∑
i=1

A(∇eiei) · ψ

= δ(A) · ψ −
n∑
i=1

A(ei) ·A(ei) · ψ

= δ(A) · ψ + tr(A2)ψ

となる．したがって Lichnerowicz formulaより
1

4
scalψ = D2ψ −∇∗∇ψ

= tr(A)2ψ − (d tr(A)) · ψ − (δ(A) · ψ + tr(A2)ψ)

= (tr(A)2 − d tr(A)− δ(A)− tr(A2)) · ψ

を得る．

また次が成り立つ．

命題 3.3.5.

1

2
R(X ∧ Y ) · ψ = ((∇XA)(Y )− (∇YA)(X)) · ψ − 2(A(X) ∧A(Y )) · ψ

証明. 式 (2.3.5)と torsion-freeであることより
1

2
R(X ∧ Y ) · ψ = RΣM

X,Y ψ

= ∇X∇Y ψ −∇Y∇Xψ −∇[X,Y ]ψ

= ∇X(A(Y ) · ψ)−∇Y (A(X) · ψ)−A([X,Y ]) · ψ
= (∇XA)(Y ) · ψ +A(∇XY ) · ψ +A(Y ) · ∇Xψ

− (∇YA)(X) · ψ −A(∇YX) · ψ −A(X) · ∇Y ψ −A([X,Y ]) · ψ
= (∇XA)(Y ) · ψ − (∇YA)(X) · ψ +A(Y ) ·A(X) · ψ −A(X) ·A(Y ) · ψ
= ((∇XA)(Y )− (∇YA)(X)) · ψ − 2(A(X) ∧A(Y )) · ψ

となる．

注意 3.3.6. Aの共変外微分を考えると
(d∇A)(X,Y ) = ∇X(A(Y ))−∇Y (A(X))−A([X,Y ])

= (∇XA)(Y ) +A(∇XY )− (∇YA)(X)−A(∇YX)−A([X,Y ])

= (∇XA)(Y )− (∇YA)(X)

であるから命題 3.3.5は
1

2
R(X ∧ Y ) · ψ = (d∇A)(X,Y ) · ψ − 2(A(X) ∧A(Y )) · ψ

とかける．
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補題 3.3.7. A ∈ Γ(End(TM))を対称 (1,1)-テンソル場とする．このとき任意の X ∈ X(M)に対
して ∇XA ∈ Γ(End(TM))は対称 (1,1)-テンソル場である．

証明. 任意の X,Y, Z ∈ X(M)に対して

g((∇XA)Y, Z) = g(∇X(A(Y )), Z)− g(A(∇XY ), Z)

= Xg(A(Y ), Z)− g(A(Y ),∇XZ)− g(∇XY,A(Z))

= Xg(Y,A(Z))− g(Y,A(∇XZ))− (Xg(Y,A(Z))− g(Y,∇X(A(Z))))

= −g(Y,A(∇XZ)) + g(Y,∇X(A(Z))d)

= g(Y, (∇XA)(Z))

となる．

補題 3.3.8. A ∈ Γ(End(TM))を対称 (1,1)-テンソル場とし，a = tr(A) ∈ C∞(M)とする．この
とき任意の X ∈ X(M)に対して

da(X) = tr(∇XA)

が成り立つ．

証明.

da(X) = Xa

= X

n∑
i=1

g(Aei, ei)

=

n∑
i=1

g((∇XA)(ei), ei) + g(A(∇Xei), ei) + g(Aei,∇Xei)

= tr(∇XA) + 2

n∑
i=1

g(Aei,∇Xei)

である．ここで ∇の e1, · · · , en に関する接続行列を ω とし，Aei =
∑n
j=1A

j
iej とすると

n∑
i=1

g(Aei,∇Xei) =
∑

i,j,k=1

g(Ajiej , ω
k
i (X)ek) =

∑
i,j,k=1

Ajiω
k
i (X)δjk =

∑
i,j=1

Ajiω
j
i (X) = 0

となる．最後の等式は Aが対称，ω が反対称であることを用いている．したがって主張を得る．

そして命題 3.3.5とこれらの補題より次を得る．

命題 3.3.9. ψ を一般化キリングスピノールとし，a = tr(A) ∈ C∞(M)とおく．次が成り立つ．

(i)
∑n
i=1 ei ∧ (∇eiA)(X) · ψ = ( 12Ric(X) + 2A2(X)− 2aA(X)) · ψ

(ii) δA+ da = 0

(iii) a2 − tr(A2) = 1
4 scal
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ここで (ii)は δA ∈ Ω1(M)もしくは da ∈ X(M)とみなしている．

証明. 式 (2.3.5)より，任意の X ∈ X(M)に対して

−1

2
Ric(X) · ψ =

n∑
i=1

ei ·RΣM
X,eiψ

=
1

2

n∑
i=1

ei · R(X ∧ ei) · ψ

=

n∑
i=1

ei · ((∇XA)(ei)− (∇eiA)(X)) · ψ − 2(A(X) ∧A(ei)) · ψ

= − tr(∇XA)ψ −
n∑
i=1

ei · ((∇eiA)(X) + 2(A(ei) ∧A(X))) · ψ

= − tr(∇XA)ψ −
n∑
i=1

ei · ((∇eiA)(X) + 2(A(ei) ·A(X) + g(A(ei), A(X)))) · ψ

= − tr(∇XA)ψ −
n∑
i=1

ei · (∇eiA)(X) · ψ − 2 tr(A)A(X) · ψ + 2A2(X) · ψ

= −da(X)ψ −
n∑
i=1

ei ∧ (∇eiA)(X) · ψ +

n∑
i=1

g(ei, (∇eiA)(X))ψ

− 2 tr(A)A(X) · ψ + 2A2(X) · ψ

= −da(X)ψ −
n∑
i=1

ei ∧ (∇eiA)(X) · ψ +

n∑
i=1

g((∇eiA)(ei), X)ψ

− 2 tr(A)A(X) · ψ + 2A2(X) · ψ

= −da(X)ψ −
n∑
i=1

ei ∧ (∇eiA)(X) · ψ − g(δ(A), X)ψ

− 2 tr(A)A(X) · ψ + 2A2(X) · ψ

= −da(X)ψ −
n∑
i=1

ei ∧ (∇eiA)(X) · ψ − δ(A)(X)ψ

− 2 tr(A)A(X) · ψ + 2A2(X) · ψ

が成り立つ．この等式の両辺に対して ψ と内積をとると，1-form，2-formの作用が反対称である
ことから

da(X) 〈ψ,ψ〉+ δ(A)(X) 〈ψ,ψ〉 = 0

を得る．これは任意の X ∈ X(M)に対して成り立つから (ii)を得る．また再びこれを先の式に代
入することで (i)を得る．最後に (ii)を定理 3.3.4に代入することで (iii)を得る．

M 上のキリングスピノールはリーマン錐M 上の平行スピノールと対応していた (定理 3.2.8)．
これはM 上の平行スピノールをM 内の超曲面M に制限することでM 上のキリングスピノール
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が得られたとみることもできる．この考え方を一般化し，平行スピノールを持つ多様体 N 内の超
曲面M に平行スピノールを制限することでM 上の一般化キリングスピノールが得られる．

命題 3.3.10. (Ñ , g)を n次元スピン多様体，M ⊂ N を向きづけられた超曲面とし，ι : M ↪→ N

を包含写像とする．V ∈ Γ(TN |M )をM の法束を張る単位長さのベクトル場であって，M の正の
向きの正規直交基底 (X1, · · · , Xn−1)に対して (X1, · · · , Xn−1, V )が N の正の向きの正規直交基
底になるようなものとする．このときM にはN から誘導されるスピン構造が入り，スピノール束
の同型

ΣM ∼=

{
ι∗(ΣN) (for n odd)

ι∗(Σ+N) (for n even)

がある．また，クリフォード積に関しては

X · ι∗ψ = ι∗(X · V · ψ)

という関係が成り立ち，スピン接続は任意の X ∈ TN に対して

ι∗(∇M
X ψ) = ∇N

X(ι∗ψ) +
1

2
II(X) · (ι∗ψ)

を満たす．ここで IIはM ⊂ N の第二基本形式を表す．

証明. 単射

PSO(n−1)M → PSO(n)N |M , (X1, · · · , Xn−1) 7→ (X1, · · · , Xn−1, V )

による像を P とする．P はM 上の主 SO(n− 1)束であり，P ∼= PSO(n−1)M である．そして N

のスピン構造
θ : PSpin(n)N → PSO(n)N

を用いて
PSpin(n−1)M = θ−1(P )

とすると PSpin(n−1)M はM 上の主 Spin(n− 1)束であり

θ̃ = θ|PSpin(n−1)M : PSpin(n−1)M → P
∼−→ PSO(n−1)M

はM のスピン構造を与える．スピノール束の同型とクリフォード積に関する等式は命題 3.2.7の
表現論的な考察と全く同じ議論から従う．
最後にスピン接続の対応について考える．命題 3.2.7 と同様に，正規直交フレーム

(X1, · · · , Xn−1,V )で展開すれば，ψ = [ũ, ϕ] ∈ Γ(ΣN)に対して

ι∗(∇Xψ) = ι∗

[ũ,Xψ] +
1

2

n−1∑
i<j

g(∇XXi, Xj)Xi ·Xj · ψ +
1

2

n−1∑
i=1

g(∇XXi, V )Xi · V · ψ


= [ũ,Xη(ψ)] +

1

2

n−1∑
i<j

(ι∗g)(∇XXi, Xj)Xi ·Xj · ι∗ψ +
1

2
ι∗

(
n−1∑
i=1

g(−∇XV,Xi)Xi · V · ψ

)
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= ∇X(ι∗ψ) +
1

2
ι∗

(
n−1∑
i=1

II(X,Xi)Xi · V · ψ

)

= ∇X(ι∗ψ) +
1

2

n−1∑
i=1

II(X,Xi)Xi · ι∗ψ

= ∇X(ι∗ψ) +
1

2
II(X) · ι∗ψ

を得る．

この命題から次の定理を得る．

定理 3.3.11. 命題 3.3.10の状況において，ψ を N 上の平行スピノールとすると ψ|M = ι∗ψ は

∇Xψ|M = −1

2
II(X) · ψ|M

を満たす．すなわち ψ|M は A = − 1
2 IIとする一般化キリングスピノールである．

A, g が解析的な場合はこの逆も成り立つことが知られている．

定理 3.3.12 ([5, 定理 1.1]). (M, g)を解析的スピン多様体とし，スピノール場 ψ ∈ Γ(ΣM)が解
析的な対称 (1, 1)-テンソル場 Aに対して

∇Xψ = A(X) · ψ (for all X ∈ X(M))

を満たす一般化キリングスピノールであるとする．このときM × R内の十分小さいM × {0}の
近傍 Z とその計量 gZ = gt + dt2 (g0 = g)および Z 上の平行スピノール Ψであって Ψ|M = ψ と
なるものが存在する．

定理 3.3.12 は，解析的な状況の下では M 上に一般化キリングスピノールが存在すれば，M
は 1 次元大きい Ricci-flat 多様体に超曲面として埋め込めてその第二基本形式が II = −2A とな
るという主張を含んでいる．定理 3.3.12 の埋め込みに関する部分は次の小磯の定理 [6, 命題 6]

から従っている．小磯の定理 (および定理 3.3.12) において解析性が仮定されているのは証明に
Cauchy-Kovalevskiの定理と呼ばれる，偏微分方程式の解の存在と一意性に関する定理を用いるた
めである．定理 3.3.12は C∞ のクラスまで一般化すると反例が存在することも [5, §4.8]で示され
ている．

定理 3.3.13 ([6, 命題 6]). (M, g)を n次元解析的リーマン多様体とし，W ∈ Γ(End(TM))をM

上の解析的な対称 (1,1)-テンソル場で

d tr(W ) + δ(W ) = 0

tr(W 2)− (trW )2 = (n− 1)λ− scal

を満たすものとする．ここで λ ∈ R は定数である．このとき Einstein 多様体 (Z, gZ), RicZ =

λgZ が存在してM は Z に超曲面として埋め込まれ，その第二基本形式は II =W となる．
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一般化キリングスピノール∇Xψ = A(X) ·ψに対してW = −2Aとすると，この対称 (1,1)-テン
ソル場W ∈ Γ(End(TM))は定理 3.3.13で λ = 0とした場合の仮定を満たす (命題 3.3.9(ii)(iii))．
一方で解析的でない場合でも，Aが Codazziテンソルならば定理 3.3.11の逆が成り立つことが
知られている．

定理 3.3.14 ([7, 定理 8.1]). (M, g)をスピン多様体とし，M 上のスピノール場 ψ は

∇Xψ = A(X) · ψ (for all X ∈ TM)

を満たす一般化キリングスピノールとする．さらにこのとき Aが Codazziテンソルである，すな
わち任意のベクトル場 X,Y ∈ X(M)に対して

(∇XA)(Y ) = (∇YA)(X)

を満たすとする．このとき 0を含む開区間 I ⊂ Rを用いて

Z =M × I, gZ = gt + dt2, gt(X,Y ) = g
(
(IdTM −2tA)

2
(X), Y

)
とすると (Z, gZ)上に平行スピノールΨが存在してΨ|M = ψとなる．ここでM =M×{0} ⊂ Z
である．

注意 3.3.15. 定理 3.3.14の論文での元の主張は正定値とは限らない一般の擬リーマンスピン多様
体に対してである．

4 リッチキリングスピノール
4.1 定義と基本的な性質
定義 4.1.1. 恒等的に 0ではないスピノール ψ ∈ Γ(ΣM)が，定数 λ ∈ R \ {0}に対して

∇Xψ = λRic(X) · ψ (for all X ∈ X(M))

を満たすとき，ψ をリッチキリングスピノールという．またこの λを (リッチキリングスピノール
に対する)キリング数と呼ぶ．

リッチテンソル Ricは対称 (1,1)-テンソルなので，リッチキリングスピノールは一般化キリング
スピノールの A = λRicの場合である．

注意 4.1.2. キリングスピノールを持つ多様体はEinstein多様体なのでRic = c IdTM (for some c ∈ R)
を満たす．したがって ψ をキリング数 λの実キリングスピノールとすると

∇Xψ = λX · ψ =
λ

c
Ric(X) · ψ
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となるので ψ はリッチキリングスピノールである．ただしここで c 6= 0としている．c = 0の場合
は，命題 3.2.3から ψ は平行スピノールである．よって

∇Xψ = 0 = Ric(X) · ψ

が成り立つ．以上よりリッチキリングスピノールはキリングスピノールの一般化になっていること
がわかる．

注意 4.1.3. キリング数として 0を除外しているのは，0を含めても除外しても変わらないからで
ある．証明で場合分けを減らすためであって本質的な問題ではない．実際 λ = 0の場合は ψ は平
行スピノールであり，このときは Ric = 0なのであった．

命題 3.3.9をリッチキリングスピノールに適用することで次を得る．

命題 4.1.4. ψ をキリング数 λのリッチキリングスピノールとすると次が成り立つ．

(i) λ
∑n
i=1 ei ∧ (∇eiRic)(X) · ψ = ( 12Ric(X) + 2λ2Ric2(X)− 2λ scal Ric(X)) · ψ

(ii) δRic + d scal = 0

(iii) λ2(scal2 − |Ric|2) = 1
4 scal

証明. 命題 3.3.9において A = λRicとすれば良い．(iii)は

tr(Ric2) =

n∑
i=1

g(Ric2(ei), ei) =
∑

g(Ric(ei),Ric(ei)) = |Ric|2

であることを用いている．

系 4.1.5. M がリッチキリングスピノールを持つならばM のスカラー曲率は一定である．これよ
り δRic = 0と |Ric| = 一定もわかる．

証明. 一般のリーマン多様体において，第二ビアンキ恒等式を縮約することで次の等式が成り立つ．

dscal = −2δRic.

したがって 4.1.4(ii)より d scal = 0であるから scalは定数である．残りの主張はこの結果と命題
4.1.4(ii)(iii)によりわかる．

リッチキリングスピノールはいつキリングスピノールになるのか，そのための判定条件を与えた
い．そのために次の補題を用いる．

補題 4.1.6. n次実対称行列 Aに対して

n tr(A2) ≥ tr(A)2

が成り立つ．等号成立のための必要十分条件は Aがスカラー行列であることである．

証明. Cauchy-Schwarzの不等式からすぐにわかる．
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定理 4.1.7. (M, g)を n次元スピン多様体とし，キリング数 λのリッチキリングスピノールを持
つとする．このとき scal = 0ならばM はリッチ平坦であり，scal 6= 0ならば

λ2 ≥ n

4(n− 1)scal

が成り立つ．等号成立のための必要十分条件はM が Einstein 多様体であること，すなわち ψ が
キリングスピノールであることである．

証明. scal = 0の場合は命題 4.1.4(iii)より |Ric| = 0なので Ric = 0である．そこで scal 6= 0の
場合を考える．補題 4.1.6と命題 4.1.4(iii)より

scal2 ≤ n tr(Ric2) = n

(
scal2 − scal

4λ2

)
であるからこれを変形して

λ2 ≥ n

4(n− 1)scal

を得る．また等号成立は補題 4.1.6の等号成立条件から

Ric = f IdTM (for some f ∈ C∞(M))

のときであるから
scal = tr(Ric) = nf

より f は定数でM は Einstein多様体である．逆にM が Einstein多様体ならば ψ はキリングス
ピノールなので命題 3.2.3(ii)より等号が成立することがわかる．

リッチキリングスピノールを考えることが本当に一般化になっているか，つまりキリングスピ
ノールではないリッチキリングスピノールが存在するかは非自明である．次の節でこの問題に対す
る答えを与える．

4.2 リッチキリングスピノールと多様体の既約性
キリングスピノールを持つ多様体はリーマン多様体として既約なのであった (命題 3.2.4)．一方
でリッチキリングスピノールを持つ多様体は既約であるとは限らない．

命題 4.2.1. M をリッチキリングスピノールを持つ偶数次元スピン多様体とし，N を平行スピ
ノールを持つスピン多様体とする．このときM ×N 上にリッチキリングスピノールが存在する．

この命題の証明のために直積多様体上のスピン構造について述べる．M,N をそれぞれ m,n次
元スピン多様体とし

θM : PSpin(m)M → PSO(m)M

θN : PSpin(n)N → PSO(n)N
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をそれぞれM,N 上のスピン構造とする．

ι : SO(m)× SO(n) → SO(m+ n), (A,B) 7→
(
A 0
0 B

)
とし，M ×N 上の主 SO(m+ n)束 P を

P = (PSO(m)M × PSO(n)N)×ι SO(m+ n)

で定めると
P 7→ PSO(m+n)(M ×N), [(u, v), C] 7→ (u, v)C

によって P はM ×N 上の正規直交フレーム束と同型である．
また，同様に

ι̃ : Spin(m)× Spin(n) → Spin(m+ n), (g, h) 7→ gh

としM ×N 上の主 Spin(m+ n)束 PSpin(m+n)(M ×N)を

PSpin(m+n)(M ×N) = (PSpin(m)M × PSpin(n)N)×ι̃ Spin(m+ n)

で定めると，

θ : PSpin(m+n)(M ×N) → P
∼−→ PSO(m+n)(M ×N)

∈ ∈ ∈

[(ũ, ṽ), g] 7→ [(θM (ũ), θN (ṽ)), ξn+1(g)] 7→ (θM (ũ), θN (ṽ))ξn+1(g)

がM ×N 上のスピン構造を与える．
次にクリフォード代数の表現について述べる．mを偶数，nを正の整数とし，

χ : Cm ⊕ Cn → End(Σm ⊗ Σn), (v, w) 7→ χm(v)⊗ IdΣn
+χm(ωm)⊗ χn(w)

とする．ここで nが奇数の場合は，Σn は Σ±
n のいずれかを表すこととする．χは

χ(v + w)2 = −q(v + w, v + w) Id

を満たすので，クリフォード代数の普遍性から

χ : C`m+n → End(Σm ⊗ Σn)

に拡張できる．nが偶数ならば (χ,Σm⊗Σn)は (χm+n,Σm+n)と同値な表現である．一方で nが
奇数ならば体積要素は ωm+n = ωm · ωn であることを用いて

χ(ωm+n) = ±1

となることがわかるので，(χ,Σm ⊗ Σ±
n ) は (χm+n,Σ

±
m+n) と同値な表現である．また χ を

Spin(m+ n)に制限することでスピノール表現 ρ : Spin(m+ n) → GL(Σm ⊗ Σn)が得られるが，
χの定義から Spin(m)×Spin(n)の表現 ρ ◦ ι̃は外部テンソル積表現 ρm⊠ρn と同値な表現である．
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以上よりM ×N 上のスピノール束 Σ(M ×N)は ΣM ⊗ΣN と同型であり，ベクトル場の作用
は次で与えられる．

X · (ψM ⊗ ψN ) = (X · ψM )⊗ ψN (for X ∈ X(M)),

Y · (ψM ⊗ ψN ) = (ωM · ψM )⊗ (Y · ψN ) (for Y ∈ X(N)).

またスピン接続は

∇X(ψM ⊗ ψN ) = (∇M
πM (X)ψM )⊗ ψN + ψM ⊗ (∇N

πN (X)ψN )

で与えられる．ここで πM (X), πN (X)は X ∈ T (M ×N)の TM, TN 成分への射影を表す．

命題 4.2.1の証明. ψM を M 上のリッチキリングスピノール，ψN を N 上の平行スピノールと
する．M × N 上のスピノール場 ψM ⊗ ψN がリッチキリングスピノールであることを示す．
X ∈ X(M ×N)に対して

∇X(ψM ⊗ ψN ) = (∇M
πM (X)ψM )⊗ ψN + ψM ⊗ (∇N

πN (X)ψN )

= (λRicM (πM (X)) · ψM )⊗ ψN + 0

= λRicM (πM (X)) · (ψM ⊗ ψN )

= λRic(X) · (ψM ⊗ ψN )

となる．ここで N はリッチ平坦であるからM ×N 上のリッチテンソルは

Ric =

[
RicM 0
0 0

]
であることを用いている．

注意 4.2.2. 命題 4.2.1において，ψM を一般化キリングスピノールとしても同様の結果を得る．

実キリングスピノールはリッチキリングスピノールなので，命題 4.2.1をキリングスピノールに
対して適用することで次の系を得る．

系 4.2.3. M,N をスピン多様体とし，ψM をM 上の実キリングスピノール，ψN を N 上の平行
スピノールとする．このとき ψM ⊗ ψN はキリングスピノールではないリッチキリングスピノール
である．

次の命題は，逆にリッチ平坦ではない 2つの多様体の積で表される空間にはリッチキリングスピ
ノールが存在しないことを意味している．

命題 4.2.4. M をスピン多様体とし，リッチ平坦ではない 2つの多様体の積に局所的にU = U1×U2

と分解できるとする (U ⊂ M は開集合)．このとき M 上にリッチキリングスピノールは存在し
ない．

28



証明. ψ をM 上のリッチキリングスピノールとする．命題 3.3.5より

RΣM
X,Y ψ = λ((∇XRic)(Y )− (∇Y Ric)(X)) · ψ − 2λ2(Ric(X) ∧ Ric(Y )) · ψ

である．X ∈ X(U1), Y ∈ X(U2)とすると曲率テンソルに関して

RΣM
X,Y = 0, (∇XRic)(Y ) = 0

であるから
0 = (Ric(X) ∧ Ric(Y )) · ψ

を得る．さらに g(Ric(X),Ric(Y )) = 0より

0 = (Ric(X) ∧ Ric(Y )) · ψ = 2Ric(X) · Ric(Y ) · ψ (4.2.1)

となる．U1, U2 がリッチ平坦でないことから点 (p, q) ∈ U1 × U2 と接ベクトル Xp ∈ TpU1, Yq ∈
TqU2 が存在して Ric(Xp) 6= 0,Ric(Yq) 6= 0となる．0でない接ベクトルによるクリフォード積は
可逆なので，式 (4.2.1)より点 (p, q)において ψ = 0であることがわかる．これはリッチキリング
スピノールに零点が存在しないことに反する．

4.3 佐々木多様体上のリッチキリングスピノール
命題 4.2.4は，局所的にリッチ平坦な多様体との積の形に分解されるならば大域的に分解されな
くてもリッチキリングスピノールが存在する可能性があることを示唆している．次の定理はリッチ
キリングスピノールに関して直積多様体以外の例を与える．

定理 4.3.1. 3 ≤ k ≤ 21, k 6= 17とする．S2 × S3 の k 重連結和には，リッチキリングスピノール
が存在するような計量が存在する．

この定理を示すために諸々の概念を定義する．

定義 4.3.2. (M, g)をリーマン多様体とする．ベクトル場 ξ ∈ X(M)，1-形式 η ∈ Ω1(M)，(1,1)-

テンソル場 ϕ ∈ Γ(End(TM))が次の 4条件を満たすとき，(ϕ, η, ξ, g)をM の佐々木構造という．

(i) η(ξ) = 1

(ii) ϕ2(X) = −X + η(X)ξ

(iii) g(ϕ(X), ϕ(Y )) = g(X,Y )− η(X)η(Y )

(iv) (∇Xϕ)(Y ) = g(X,Y )ξ − η(Y )X

佐々木構造を備えた多様体を佐々木多様体という．また，

Φ(X,Y ) = g(X,ϕ(Y )) (for all X,Y ∈ X(M))

で定まる 2-形式 Φ ∈ Ω2(M)を基本 2-形式という．
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佐々木多様体はケーラー多様体のリーマン錐として現れる多様体であり，したがって全ての佐々
木多様体は奇数次元多様体である．佐々木多様体はケーラー多様体と似た性質を持っているため
ケーラー多様体の奇数次元版と解釈することができる．似た性質の 1つとして，次のスピノール束
の分解がある．

補題 4.3.3 ([8, 補題 6.2]). (M2m+1, ϕ, η, ξ, g) を佐々木多様体とし，Φ ∈ Ω2(M) をその基本 2-

形式とする．このとき Φのクリフォード積による作用で ΣM = Σ0 ⊕ · · · ⊕ Σm と固有空間分解で
きて

Φ · |Σr
= i(m− 2r) IdΣr

, rankCΣr =

(
m

r

)
(r = 0, 1, · · · ,m)

ξ · |Σ0⊕Σ2⊕··· = −i Id, ξ · |Σ1⊕Σ3⊕··· = i Id

となる*1．

この補題を示すために幾つかの補題を用意する．まず局所的な正規直交フレームを

e1, ē1 = ϕ(e1), · · · , em, ēm = ϕ(em), ξ

の形にとる．便宜上 ei+m = ēi と表記することもある．以降はこのフレームを用いて計算を行う．

補題 4.3.4. 任意のスピノール ψ ∈ ΣM に対して，基本 2-形式 Φは

Φ · ψ = −
m∑
i=1

ei · ēi · ψ

で作用する．

証明. Φをフレームで表示すると

Φ =
∑
k<l

g(ek, ϕ(el))ek ∧ el =
∑
i

g(ei, ϕ(ēi))ei ∧ ēi = −
∑
i

ei ∧ ēi

であることから従う．

次にWitt基底を考える．

zj =
1

2
(ej + iēj), z̄j =

1

2
(ej − iēj)

とすると z1, · · · , zm, z̄1, · · · , z̄m, ξ は TM ⊗R Cの局所的なフレームであり，gを TM ⊗Cに双線
形に拡張すれば

g(zi, zj) = g(z̄i, z̄j) = 0

*1 [8, 補題 6.2]とは少しずれている．これは Σr の番号付けが逆転していることと，クリフォード代数の表現の取り方
が異なることに由来している．佐々木多様体は奇数次元なのでクリフォード代数の表現は非同値な 2 つの既約表現
が存在し，それらは体積要素の作用が ±1 のどちらなのかによって判別できるのであった．[8] では体積要素の作用
を −1にしており，ここでは +1にしている．
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g(zi, z̄j) =
1

2
δij

g(zi, ξ) = g(z̄i, ξ) = 0

となる．したがって C`(M)内では

zi · zj + zj · zi = z̄i · z̄j + z̄j · z̄i = 0

zi · z̄j + z̄j · zi = −δij

zi · ξ + ξ · zi = z̄i · ξ + ξ · z̄i = 0

となる．逆に C`(M)は {zi, z̄i, ξ}からこの関係式で生成される．

補題 4.3.5.
Lx = {ψ ∈ ΣxM | zj · ψ = 0 (j = 1, · · · ,m)}

は ΣxM の複素 1次元の部分空間である．

証明. [1, 補題 6.5]と全く同じである．

補題 4.3.6. ψ ∈ Lx とすると
ξ · ψ = −iψ

である．

証明. まず
zj · (ξ · ψ) = −ξ · zj · ψ = 0 (j = 1, · · · ,m)

であるから ξ · ψ ∈ Lx である．Lx は一次元ベクトル空間であるから，a ∈ Cが存在して

ξ · ψ = aψ

となる．体積要素を ω とすると，体積要素の作用は +1であるから

ψ = ω · ψ
= im+1e1 · ē1 · · · em · ēm · ξ · ψ
= im+1im(z̄1 + z1) · (z̄1 − z1) · · · (z̄m + zm) · (z̄m − zm) · ξ · ψ
= ai2m+1(−2z̄1 · z1 − 1) · · · (−2z̄m · zm − 1) · ψ
= ai2m+1(−1)mψ

= aiψ

となる．よって a = −iである．

補題 4.3.7. ψ ∈ Lx \ {0}とする．このとき

{z̄j1 · · · z̄jr · ψ | 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ m}

は ΣxM の基底である．
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証明.
{z̄j1 · · · z̄jp · zk1 · · · zkq} ∪ {z̄j1 · · · z̄jp · zk1 · · · zkq · ξ}

は C`(M)x の基底である．(ただし添え字は共に 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ m, 1 ≤ k1 < · · · < kq ≤ m

を渡る．) よってこれらを ψ ∈ Lx に作用させることで ΣxM が生成される (表現の既約性)．しか
し ξ · ψ = −iψ であるから，{z̄j1 · · · z̄jp · zk1 · · · zkq}だけ考えれば十分である．さらに Lx の定義
から zj を含む元は ψ に作用させると消えてしまうので，結局 {z̄j1 · · · z̄jp}だけ考えれば十分であ
る．いま

#{z̄j1 · · · z̄jp | 1 ≤ p ≤ m, 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ m} = 2m

dimC ΣxM = 2m

より
{z̄j1 · · · z̄jp · ψ | 1 ≤ p ≤ m, 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ m}

は ΣxM の基底である．

補題 4.3.3の証明. これまでの補題により

ΣrM = span{z̄j1 · · · z̄jr · ψ | 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ m}

とすると rankΣrM =
(
m
r

)であり，Ψ = z̄j1 · · · z̄jr · ψ ∈ ΣrM に対して

Φ ·Ψ = −
m∑
k=1

ek · ēk ·Ψ

= −
m∑
k=1

(z̄k + zk) · (z̄k − zk) · z̄j1 · · · z̄jr · ψ

= −i
m∑
k=1

(z̄k + zk) · (z̄k − zk) · z̄j1 · · · z̄jr · ψ

= i
m∑
k=1

(2z̄k · zk + 1) · z̄j1 · · · z̄jr · ψ

= imΨ− 2irΨ

= i(m− 2r)Ψ

となる．また ξ の作用に関しては，ξ と z̄j が反可換であることから明らか．

佐々木多様体上には SqKスピノールと呼ばれる特殊なスピノール場が定義される．

定義 4.3.8. ψ ∈ Γ(ΣM)がタイプ (a, b)の SqKスピノール (Sasakian quasi Killing spinor)であ
るとは

∇Xψ = aX · ψ + bη(X)ξ · ψ

が成り立つことをいう．ここで a, b ∈ Rである．
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注意 4.3.9.
A = a IdTM +bη ⊗ ξ

は対称 (1,1)-テンソル場である．したがって SqKスピノールは一般化キリングスピノールの一種
である．

注意 4.3.10. [3]で構成された S3 上の一般化キリングスピノールは

A = −3

2
IdTM +2η ⊗ ξ

の SqKスピノールである．ここで ξ が佐々木構造を定めていることに注意する．

SqKスピノールに対して命題 3.3.9を適用すると次を得る．

命題 4.3.11 ([8, 補題 6.4]). ψ ∈ Γ(ΣM)が SqKスピノールならば次が成り立つ．

(i) Ric(X) · ψ = (8ma2 + 4ab)X · ψ + 2bϕ(X) · ξ · ψ + (2m− 8ma2 − 4ab)η(X)ξ · ψ
(ii) 2bΦ · ψ = m(1− 4a2 − 4ab)ξ · ψ

特にスカラー曲率 scalと |Ric|2 は一定であり

scal = 8m(2m+ 1)a2 + 16mab

|Ric|2 = (8ma2 + 4ab)(16m2a2 + 16ma2 + 24mab− 4m) + 8mb2 + 4m2

となる．

そしてこの命題から次が成り立つ．

命題 4.3.12 ([8, 補題 6.5]). ψ をタイプ (a, b)の SqKスピノールとする．このとき次が成り立つ．

(i) a = 1
2 , b 6= 0ならばm ≡ 0 mod 2であり ψ ∈ Γ(Σm)である．さらに Ric = (2m+4b)g−

4bη ⊗ η が成り立つ．
(ii) a = − 1

2 , b 6= 0 ならば m ≡ 0 mod 2 であり ψ ∈ Γ(Σ0) である．さらに Ric = (2m −
4b)g + 4bη ⊗ η が成り立つ．

(iii) a = − 1
2 , b 6= 0 ならば m ≡ 1 mod 2 であり ψ ∈ Γ(Σ0) ∪ Γ(Σm) である．さらに Ric =

(2m− 4b)g + 4bη ⊗ η が成り立つ．

証明. a = ± 1
2 のとき命題 4.3.11(ii)より Φ ·ψ = ∓mξ ·ψである．したがって ψを Σ0⊕· · ·⊕Σm

の各成分に分解することで，補題 4.3.3より Φ · ψ = ±imψ であることがわかる．

SqKスピノールの存在に関しては次の定理が知られている．

定理 4.3.13 ([8, 定理 6.3]). (M2m+1, ϕ, ξ, η, g)を単連結な佐々木スピン多様体とする (m ≥ 2)．
このとき任意の b ∈ Rに対して以下が成り立つ．

(i) m ≡ 0 mod 2のとき
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（a）タイプ ( 12 , b)の SqKスピノールが存在するための必要十分条件は Ric = (2m+ 4b)g−
4bη ⊗ η であることである．

（b）タイプ (− 1
2 , b) の SqK スピノールが存在するための必要十分条件は Ric = (2m −

4b)g + 4bη ⊗ η であることである．
(ii) m ≡ 1 mod 2 のとき，タイプ (− 1

2 , b) の SqK スピノールが存在するための必要十分条件
は Ric = (2m− 4b)g + 4bη ⊗ η であることである．

証明の概要. 他も同様なので (i)(a)だけ示す．命題 4.3.12より Σm の部分だけ考えれば良い．

∇Xϕ = ∇Xϕ− 1

2
X · ϕ− bη(X)ξ · ϕ

によって新たな接続 ∇を定める．すると ϕ ∈ Γ(Σm)に対して ∇Xϕ ∈ Γ(Σm)となるので，∇は
Σm 上の接続になる．この新たな接続 ∇ は Σm 上で平坦であることがわかるので，∇ に関する
平行スピノールが単連結領域上に存在する．この平行スピノールこそがタイプ ( 12 , b)の SqKスピ
ノールである．

これを用いてリッチキリングスピノールの存在に関する次の定理が得られる．

定理 4.3.14. (M2m+1, ϕ, ξ, η, g)を単連結な佐々木スピン多様体とする (m ≥ 2)．M が

Ric = −2g + 2(1 +m)η ⊗ η

を満たすならばM 上にリッチキリングスピノールが存在する．このときM は Einstein多様体で
はないから，このリッチキリングスピノールはキリングスピノールではない．

証明. 定理 4.3.13より，mの偶奇に依らずにタイプ (− 1
2 ,

1+m
2 )の SqKスピノール ψが存在する．

このとき ψ は

∇Xψ = −1

2
X · ψ +

1 +m

2
η(X)ξ · ψ =

1

4
Ric(X) · ψ (for all X ∈ X(M))

を満たすからリッチキリングスピノールである．

すると次に，定理 4.3.14の仮定を満たすような多様体が存在するのかという問題に移る．

定義 4.3.15. 佐々木多様体 (M,ϕ, η, ξ, g)がある λ, µ ∈ Rに対して

Ric = λg + µη ⊗ η

を満たすとき，M は佐々木 η-Einstein多様体であるという．

佐々木 η-Einstein多様体は positive, negative, null という 3つのクラスに分けることができる
[9, 定義 10]．特に null は ξ の生成する葉層構造 Fξ に関して，基本第一チャーン類が c1(Fξ) = 0

であることとして定義される．これは transverse sturcture がカラビヤウ (リッチ平坦)であるこ
とを意味している．そして null な佐々木 η-Einstein多様体のリッチ曲率は次のように決まってし
まう [9, 定理 19の上]．
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補題 4.3.16. (M2m+1, ϕ, η, ξ, g)が null 佐々木 η-Einstein多様体であるとする．このとき

Ric = −2g + 2(1 +m)η ⊗ η

が成り立つ．

したがって定理 4.3.14は「5次元以上の単連結な null 佐々木 η-Einstein多様体でスピン構造を
持つものにはリッチキリングスピノールが存在する」と言い換えることができる．このような多様
体の存在に関しては次の定理が知られている．

命題 4.3.17 ([9, 系 42]). S2 × S3 の k重連結和 (3 ≤ k ≤ 21, k 6= 17)には positive と null 両方
の佐々木 η-Einstein構造が入る．

S2 × S3 の k 重連結和 (3 ≤ k ≤ 21, k 6= 17)は単連結で，スピン構造も入るので定理 4.3.1を
得る．

5 考察
本研究では一般化キリングスピノールの特殊な場合としてリッチキリングスピノールについて調
べた．結果としてキリングスピノールの場合とは異なり，リッチキリングスピノールの存在は多様
体の既約性を意味しないことがわかった．また，その分解 (ないしは葉層構造)がリッチキリング
スピノールと大きく関連していることが予想される．そこでリッチキリングスピノールと葉層構造
の関連について調べることが，今後の課題として挙げられる．
また，リッチキリングスピノールに限らず，一般化キリングスピノールのレベルでの葉層構造と
の関連についても調べなくてはならない．特にリッチキリングスピノールから類推すると，一般化
キリングスピノールと transverse structure の関係については調べることが重要であると考えられ
る．このような観点で，(1,1)-対称テンソル場 Aの固有値と固有ベクトルが重要な情報を持ってい
ると考えられる．実際，[4]でも球面上の一般化キリングスピノールの固有値 1

2 の固有ベクトルは
キリングスピノールで佐々木構造や 3-佐々木構造を定めることが示されている．しかし，一般の
Aの固有値や固有ベクトルに関する性質はまだほとんど調べられていない．現時点では固有値は多
様体上で一定であるのかすら解決しておらず，[3]でも Open Problem として挙げられている．
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